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Analyse par intervalle pour I'étude de fonction

1. Introduction

L’objectif de ce projet était de réaliser un programme python capable de donner les changements de
variation d’une fonction de R a valeurs dans R.

Entrée du programme : une fonction quelconque de f: R->R

Sortie du programme: les box indiquant les valeurs pour lesquelles il y a changement de variation et
les images de ces valeurs par la fonction f.

Définition 1.1 : Les intervalles sont des sous-ensembles fermés connexes de IR

Définition 1.2 : Soient |, et |, deux intervalles. Le résultat d’une opération entre deux intervalles : |, *
I, est le plus petit intervalle contenant {x *y | x € |, y € 1.}, c'est-a-dire le plus petit intervalle
contenant tous les résultats possibles de I'opération * appliquée a tous les éléments x de |, et tous
les éléments y de |,.

On obtient les formules suivantes :
[a, b] +[c,d] = [a+c, b +d]
[a,b]-[c, d]l=[a-d, b-c]
[a, b] x[c, d] = [min(a x c,axd, cx b, bxd), max(axc,axd, cxb,bxd)]
1/[a, b] = [ min(1 /a, 1 /b), max(1 /a, 1 /b)] si 0 ¢ [a, b]
1/[a, b] = [-00;+00]si0 E|[a, b]
[a, b] /lc, d]=1a, b] x (1 /[c, d]) si 0 € [c, d]

Définition 1.3 : Une boite est un vecteur d’intervalles.

On note IE 'ensemble des boites dans E.

Figure: Une boite B = ([a, b], [c, d]) dans [&?

Définition 1.4 : [f] : IE—IF est une fonction d’inclusion pour f : E—F si :

VBEIE, f(B) S [f](B)

[F1(B1)
[F1(B2)
B1 - Bg
Figure: Fonction f : R — R et [f] minimale
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2. Algorithme d’inversion d’ensemble

L'objectif était de réaliser un programme capable de déterminer les intervalles dont I'image par une
fonction quelconque f: R -> R est comprise dans un intervalle donné.

Entrée du programme : une fonction, le domaine d’étude de la fonction et un intervalle.

Sortie du programme : Une pile d’intervalles dont I'image par la fonction est comprise dans
I'intervalle donné.

Algorithme 2.2 :
Fonction InversionEnsemble (f,D, I)

pile = D
Pour i dans pile
Si 1 est jaune Alors
[11,12] = Diviser 1l’intervalle i1 en deux
p = Color(f, [11,12],1)
InversionEnsemble (£,11,I)
InversionEnsemble (f,12,1I)
Ajouter (p, newpile)
Sinon
Ajouter (i, newpile)
Fin sinon
Fin Pour
Retourner (newpile)
Fin Fonction

Remarque 2.2: Cette fonction fait appel a une autre fonction qui permet de déterminer si I'image
d’un intervalle i par la fonction f est comprise dans l'intervalle | donné. On a choisi le code couleur
suivant, si I'image est comprise dans l'intervalle on dessine l'intervalle de départ en rouge. Si elle
n‘est pas dans cet intervalle, on le dessine en bleu. Sinon, si on ne peut pas conclure i.e. si
I'intersection est non vide, on le colore en jaune.

Algorithme 2.3 :

Fonction Color (f,pile,I) //on utilise une pile d’intervalle

Pour i dans pile Faire
Si f(i)NI = ¢ alors
Dessiner 1’intervalle i en bleu
Fin Si
Sinon Si f(i)€ I alors
Dessiner 1’intervalle 1 en rouge
Fin Si
Sinon
Dessiner 1’intervalle i1 en jaune
Fin Sinon
Fin Pour
Retourner (pile)
Fin Fonction



Analyse par intervalle pour I'étude de fonction

5. Algorithme de Newton par intervalles

Théoréme 3.1:Si 3 x € [a, b] tel que f(x)=0alors x € N([a, b])

avec N ([a, b])=(a+b)/2+f((a+b)/2)/f([a, b])

Remarque 3.2 : Afin de déterminer sur quels intervalles une fonction change de variation, ils faut
connaitre les zéros de sa dérivée. Nous avons congu un algorithme permettant, a partir d’une
fonction donnée et d’un intervalle [a, b] de construire I'intervalle N, ( [a, b] ) basé sur le Théoreme
3.1 appliqué a la dérivée de la fonction f.

Algorithme 3.3

Fonction Newton (f, i)
Milieu = (i.inf + i.sup)/2 //le milieu de 1’intervalle
df= dérivée premiere de £
ddf= dérivée seconde de f
Retourner (Milieu + df (Milieu)/ddf (i))
Fin Fonction

Remarque 3.4 : Grace au principe de Newton, nous avons congu un algorithme permettant, a partir
d’une fonction donnée et de son domaine d’étude, d’obtenir les intervalles sur lesquels sa dérivée
s’annule .

Entrée du programme : une fonction et le domaine d’étude de la fonction.

Sortie du programme : Une pile d’intervalles contenant un zéro de la dérivée de f et donc un
changement de variation de f.

Algorithme 3.5 :

Fonction ChangementVariation (f, D)
pile = D
Pour i dans pile
Si 1 est jaune Alors
[11,12] = Diviser 1l’intervalle i1 en deux
p = Color (Newton (f,1i),[1i1,12],1)
Ajouter (ChangementVariation(f,il),pileR)
Ajouter (ChangementVariation(f,i2),pileR)
Si i est rouge Alors
Ajouter (i, pileR)
Fin sinon
Fin Pour
Retourner (pileR)
Fin Fonction

Remarque 3.6: Cette fonction fait appel a la fonction Newton (Algorithme 3.3) et a la fonction Color
(Algorithme 2.3) .
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2. Algorithme boites aux changements de variations

Remarque 4.1 : Afin d’étudier I'ensemble des changements de variation d’'une fonction nous avons
congu un algorithme permettant a partir d’une fonction donnée et de son domaine d’étude,
d’obtenir les intervalles sur lesquels sa dérivée s’annule. Le but était de réduire ces intervalles de

maniére a ce qu’ils ne se superposent pas.

Entrée du programme : une fonction et le domaine d’étude de la fonction.

Sortie du programme : des boites représentant I'ensemble des changements de variation de la
fonction (intervalle de I'antécédent, intervalle de I'image) ne se superposant pas.

Algorithme 4.2 :

Fonction BoxChangementVariation (£, D)
pile=Changement de variation (f,D)//pile est une pile d’intevalles

Tant que 3 i, j dans pile | £(i)NE(J) # ¢ ou iNj # ¢ Faire
Enlever (i et j ,pile )
[11,1i2] = Diviser 1l’intervalle i en deux
[J1,j2] = Diviser 1l’'intervalle j en deux
Color (Newton (f, i), [11,12],1)
Color (Newton(f,3),[31,321,3)
Pour i dans [i1l,1i2] U [j1,32]
Si i est rouge Alors
Ajouter ([i], pile)
Fin si
Fin pour
Fin Tant que

Pour i dans pile
Ajouter ([i,f(i)], pileB)//pileB est une pile de boites

Fin pour
Retourner (pileB)
Fin Fonction

Remarque 4.3: Cette fonction fait appel a la fonction, Newton (Algorithme 3.3) et a la fonction Color
(Algorithme 2.3).

Remarque 4.4: L'ensemble de ces boites nous permet d’étudier les domaines sur lesquels le nombre
d’images est semblable. Nous ne sommes pas parvenues a programmer ce dernier algorithme.



Annexe

2. Inversion d’ensemble
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Le but du programme créé est de trouver les intervalles sur lesquelles une fonction f: D—E est

négative.

Nous avons travaillé avec la fonction f: x—0.5*x"2+3*x

On débute par définir un tableau de x et y pour tracer la fonction: on travaille sur I'intervalle [-10,10]

avec un pas de 0.1

-on initialise une pile stack vide dans laquelle on place I'intervalle d’étude ([-10,10])

def F(x
return(0.5%x*x+3%x)
class Bac({object):
def _ init (self, can

Le programme tourne ensuite et commence son analyse de fonction :

def simuler{self):

while(len(self.s

while(len(sta

On place dans une nouvelle pile stack3, 'ensemble des éléments de stack pour obtenir les intervalles
dans l'ordre croissant des x. Ensuite, on teste chaque intervalle de stack3 avant de les replacer dans

stack.
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Voici le déroulement de la fonction Test:

def Test(self,interva

intervalle)._inf)and(inter(self.iTest, f(intervalle)))._sup==f{intervalle

La fonction Test prend en argument l'intervalle x de simuler. Elle la compare avec l'intervalle [-©0,0].
Si:

-I'intersection de f(x) avec I'intervalle test est vide: on dessine une boite bleue
-f(x) est inclus dans lI'intervalle test: on dessine une boite rouge

-si il y a une intersection non vide: on dessine une boite jaune

Une fois, I'étude faite, il faut diminuer les intervalles correspondant aux boites jaunes pour avoir plus
de précision et recommencer les tests. On ajoute alors un bouton “Découpe” associé a la fonction
Découpe:

def Decoupe(self):

while(len(se

empty() or ((inter(self.b.iTest,f(x)))._inf==f(x)._inf and (inter(self.b.iTest,f(x))

On place dans une nouvelle pile stack2, 'ensemble des éléments de stack pour obtenir les intervalles
dans l'ordre croissant des x. On teste ensuite chacun des intervalles pour savoir si on doit les
découper en deux et on les ajoute dans la pile stack d’origine.

Si l'intervalle présente une intersection non vide avec l'intervalle [-90,0], on crée deux nouveaux
intervalles a et b contenant chaque moitié de l'intervalle x jaune que I'on ajoute a la pile stack a la
place de l'intervalle x.

Voici une évolution de I'algorithme appliqué a la fonction f: x—0.5*x*2+3*x :
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3. Newton par intervalles
On a travaillé sur la fonction f: x -> 0.5*x"3+2*x"2+x+2

On peut ainsi appliquer la méthode de Newton pour déterminer les annulations de la dérivée:

def F(x):
return

def df{x):
return

def ddf(x):
return

det Newton(l):
mil = { p+ 1. dinf ) /2
return { (mi + df(mi / ddf({

On place dans une nouvelle pile stack3, I'ensemble des éléments de stack pour obtenir les intervalles
dans I'ordre croissant des x. Ensuite, on teste chaque intervalle de stack3 avant de les replacer dans
stack.
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def simuler(self):
while (len(se

Voici le déroulement de la fonction Test:

def Test(self, in

_inf) and ((inter(self.iTest, interv))._suj

La fonction Test prend en argument l'intervalle x de simuler ainsi que l'intervalle obtenu par la

méthode de Newton. Si :

-I'intersection de x avec 'intervalle de Newton est vide: on dessine une boite bleue
-I'intervalle de Newton est inclus dans x: on dessine une boite rouge(unique x tq f'(x)=0)
-si il y a une intersection non vide: on dessine une boite jaune

Une fois, I'étude faite, il faut diminuer les intervalles correspondant aux boites jaunes pour avoir plus

de précision et recommencer les tests.

Voici un apergu de I’évolution obtenue:




