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“Il a porté son regard dans les abimes du chaos, il a

discerné quelques-unes des formes tapies au fond; mais les
abimes étaient encore trop obscurs et il a pris pour des
monstruosités quelques-uns des plus beaur phénoménes
mathématiques. Poincaré avait les profondeurs & sa portée,
mais il manquait des moyens d’éclairage. Il fallu attendre une
autre époque, équipée de la théorie qualitative des équations
différentielles de Poincaré lui-méme, ainsi que des ordinateurs
et d’autres outils technologiques, pour apporter un peu de
lumiére dans les profondeurs chaotiques et révéler cette beauté.
Comme Robinson Crusoé, observant cing orteils
soigneusement imprimés dans le sable, il savait I"importance
de ce qu’il avait vu. Comme Robinson Crusoé, il était rien
moins qu’enthousiaste devant ce que cela laissait présager.”
Ian Stewart, “Dieu joue-t-il auzr dés ?” [15]
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Introduction

Lorsqu’une structure mince est soumise & une excitation de niveau élevé, on peut ob-
server de grands déplacements et des phénomeénes typiquement non-linéaires apparaissent.
Un modéle linéaire se révéle alors insuffisant. Cela est caractéristique des structures minces
telles que les instruments de percussion non-linéaires (famille regroupant les cymbales et
les gongs), ou la faible dimension transverse a pour conséquence une faible rigidité dans
cette direction. Dans ce cas, des efforts modérés entrainent de grands déplacements pour
lesquels les non-linéarités (qui sont d’origine géométrique dans cette étude) ne peuvent étre
négligées. Des phénomeénes de couplage entre modes peuvent apparaitre. En effet, lorsque
I'instrument est excité par un coup de baguette, le support spectral que ’on envoie dans
la structure a une bande large (typiquement, on peut considérer qu'un coup de baguette
envoie de I'énergie a toutes les fréquences comprises entre 0 et 1500 Hz). Ainsi, le nombre
de modes qui se trouvent excités simultanément est trés grand, ce qui rend d’emblée les
vibrations difficiles & analyser.

Les études menées & 'UME sur les coques sphériques minces ont mis en évidence
expérimentalement un transfert d’énergie entre un mode axisymétrique de fréquence wq
et deux modes asymétriques de fréquence we=% (résonance 1 :1 :2). Une premiére étude
analytique (4 l'aide de la méthode des échelles multiples) avait permis de calculer les
branches de solutions couplées en négligeant les termes de non-linéarité cubique dans les
équations de vibration. Or les mesures expérimentales ont montré un léger désaccord avec
les prédictions théoriques & partir d'un certain forcage. L’objectif de ce stage est donc
de résoudre numériquement, & l’aide du logiciel AUTO 2000, les équations de vibrations
avec les non-linéarités cubiques, afin de s’affranchir des limitations intrinséques (en terme
d’amplitude) de la méthode des échelles multiples.

La formulation générale du probléme est exposée dans le premier chapitre. On y résume
les principaux résultats obtenus dans la littérature concernant la mise en place de ce type
de probléme.

Dans le deuxiéme chapitre le logiciel AUTO 2000 est présenté. On y décrit la théorie
mathématique qu'il utilise et comment se fait 1’écriture des différents programmes infor-
matiques.

Dans une troisiéme partie on considére le cas d’'une plaque ol un seul mode axysi-
métrique est excité. La solution calculée & I’aide de la méthode des échelles multiples est
détaillée puis comparée aux résultats numériques et expérimentaux.

Puis dans un quatriéme chapitre on étudie une résonance interne, pour le cas d’une
coque, entre un mode axisymétrique et deux modes asymétriques compagnons. En effet,
lorsque I’ on excite la structure par une force sinusoidale non loin de la résonance du mode
axisymétrique, au dela d’une certaine amplitude, on observe les contributions des déformées
modales des deux modes asymétriques. On est donc dans une situation de couplage. Les
résultats expérimentaux sont mis en paralléle avec ceux obtenus par AUTO 2000.



Chapitre 1

Formulation du probléme

Ce chapitre résume les principaux résultats obtenus dans [2].

1.1 Equations locales

On considére une calotte sphérique en laiton, faiblement courbée, homogeéne et isotrope.
Les équations du mouvement, données dans [2], sont les suivantes :

1
DAAw + EAF + phiv =L(w, F) — cw + p(7, t) (1.1a)
Eh E

Soit F' la fonction d’Airy (appelée aussi fonction de force, correspondant au chargement
du plan moyen), w le déplacement transverse, p désigne la force extérieure exercée sur la
coque, D est le terme de rigidité en flexion. On note F le module d’Young, c le coefficient
d’amortissement et p la densité. De plus, on utilise ici v le coefficient de Poisson, R le rayon
de courbure et h 'épaisseur (voir figure 1.1)

avec :
0% 100 1 8%

No=Z2 2% 2 0¢°
© 8r2+r8r+r2892

(1.2)
L’expression de 'opérateur bilinéaire L est donnée par :

F, F F.y F
L(w,F) = wgy (—’T+#>+F,M (&+w’—39)—2(w—w—f)( d ”’) (1.3)
T T T T T

r T 72

Les conditions aux limites de F' et w, correspondant ici & la condition “bord libre” sont
données par :

Vit [OVZO] F et w sont bornées en r = 0 (1.4a)
27

1

Fr+—Fo=0 (1.4b)
1

F,g+-Fp=0, enr=a (1.4c)
a
v v

Wer +—wWyr+ Sweg =0, atr=a (1.44d)
a a

1 2—-v 3—v
Wrrr + —Wer — SWr+ —5—Wrgg — —3weg =0, atr=a (1.4e)
a a a a
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F1G. 1.1 — Schéma de la coque sphérique, d’aprés [2].
1.2 Adimensionnement
Plusieurs variables sans dimension sont introduites :
r=af, t=a%\/ph/Dt, w=hw, F=FEhF
En introduisant ces variables adimensionnées dans (1.1), on obtient :
AAw + ¢4AF + 0 = e L(w, F) (1.5a)
at 1

ot g, = 12(1 — 12) & et g, = 12(1 — 1?)

leurs indices viennent du fait que ces parameétres sont rattachés aux termes quadratiques
et cubiques de la dynamique du systéme (cf équation (1.7)).

On retrouve les calculs dans [10] pour un adimensionnement quelconque.

Remarque :on choisit cette notation pour alléger le texte, mais on n’oubliera pas que les
équations (1.5a) et (1.5b) sont des équations adimensionnées.

1.3 Projection modale

On appelle @ ) les modes propres des mouvements transverses du probleme linéaire
associé, ou k est le nombre de diamétres nodaux et n le nombre de cercles nodaux. Les
modes axisymétriques n’ont que des cercles nodaux. Ils sont notés (0,7) si ils ont n cercles
nodaux. Les modes n’ayant que des diamétres nodaux, sont dits asymétriques purs et sont
notés (k,0) avec k diameétres nodaux ; ils existent par paires du fait que les valeurs propres
associées sont de multiplicité 2, ils ont alors les mémes fréquences propres théoriques et
leurs déformées modales se déduisent I'une de 'autre par rotation de 7/2k autour de 'axe
de la coque (c’est une conséquence de la symétrie de révolution de la structure). Il existe
aussi des modes mixtes notés (k,n) qui possédent k diamétres nodaux et n cercles nodaux
(cf figure 1.2).



configuration 1

configuration 2

F1G. 1.2 — Représentation des configurations préférentielles d’'un mode asymétrique (2,0),
d’un mode axisymétrique (0,2) et d’'un mode mixte (2,2).

On projette ensuite les équations du systéme (1.5) sur la base des modes propres trans-
verses, ce qui conduit & chercher w sous la forme :

+o0
w(r,0;t) = Y By(r,0) X, (t) (1.6)

p=1

ot ®p(r,0) sont les modes propres et X,(t) des fonctions temporelles dont la dynamique
est donnée par :

. +00 400 . +o0o +00 +00
Xp+wpXp =eg[— > > BEXiX; —2p Xy + Fp(t)] —ec D Y TP, XiX; Xy, (1.7)
i=1 j=1 i=1 j=1 k=1

avec : p, 'amortissement modal du p®™¢ mode et Fp(t) la contribution de la force
extérieure au p®™® mode.
On note :

Fyt) = [ p(r.)®,(r)ds (18)

Le probléme initial décrit par les équations (1.5a) et (1.5b) est alors remplacé par un
probléme équivalent donné par (1.7) qui correspond & un nombre infini d’oscillateurs non-
linéaires couplés. Nous allons étudier dans les chapitres suivants quelles sont les troncatures
qui ont été faites pour résoudre ce systéme analytiquement et les résultats obtenus seront
comparés aux valeurs numériques données par le logiciel AUTO 2000.



Chapitre 2

Présentation du logiciel AUTO 2000

Dans ce chapitre, nous présentons briévement la méthode de résolution numérique uti-
lisée par le logiciel AUTQ. Celui-ci trouve les solutions par continuation : & partir d’une
solution connue (souvent la solution linéaire), on calcule des branches de solution en faisant
varier un parameétre « (appelé paramétre de continuation) et en extrapolant la solution de
proche en proche. AUTO a été développé par ’équipe d’E.Doedel. La présentation que
nous en faisons s’inspire de [11] et de [3].

2.1 Meéthode d’analyse numérique

Exposons briévement la méthode de continuation utilisée par le logiciel AUTO pour un
systéme dynamique F' de la forme :

F(X,a)=X (2.1)

ol « est un paramétre de continuation et X € R™.
Considérons le cas d’'une méthode de continuation utilisant comme paramétre une longueur
d’arc s, dans le but de trouver les solutions stables et instables de notre systeme.

On considére X et o comme des fonctions de s, tels que :

X=X(s) et a=as) (2.2)

On a de plus :
F[X(s),a(s)] =0 (2.3)

En différenciant (2.3), on obtient :
Fx(X,a)X' + Fy(X,a)d’ =0 (2.4)

v X! — dX ! _ da
ouX—dS et o = 5

on a alors un systéme a n équations et & n+ 1 inconnues X’ et o'. Pour cela on rajoute
une condition de normalisation :

XTX' +a? =2+ + .. +22+a? =1 (2.5)



[IXI] &

(x0, a0)

T a

F1G. 2.1 — Tlustration de la méthode de continuation par longueur d’arc (“arclength” en
anglais)

Les conditions initiales qui nous servent de point de départ pour notre continuation
sont pour (2.4) et (2.5) :

X=Xpgeta=ayens=0

Pour prédire la valeur de X et « en s + As on utilise :

X=Xy+X'As e a=ay+ad As.

Cette méthode de prédiction par les tangentes n’est plus applicable si on a un point
tournant (voir figure 2.2). Le logiciel AUTO est trés intéressant pour ces cas car il utilise
une autre méthode, une continuation par pseudo longeurs d’arc, qui permet de suivre les
branches de solution ou la courbure s’inverse .

Sur la figure (2.2) on note s* le point ou la dérivée devient infini.
De la méme fagon que précédemment, pour prédire la valeur de X et a1 en s* + A s on
utilise la méthode de prédiction par les tangentes :

X; =X*+X*As et a; =a*+atAs.

ou le pas As peut étre déterminé librement.
A ce stade si nous observons les solutions sur la verticale passant par (X1, ;) comme dans
la méthode précédente nous ne trouverons rien.

Le logiciel va alors chercher sur le vecteur

X=Xy
X1 = a— o
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F1G. 2.2 — Tllustration de la méthode de continuation par pseudo longueur d’arc (“pseudo-
arclength” en anglais) utilisée par AUTO

normal au vecteur
. X1 — X%
X2 = o] — Ok

F(X,a) =0 (2.6)

les points qui satisfont :

2.2 Ecriture d’un programme avec AUTO 2000

AUTO est un logiciel trés puissant pour résoudre des équations linéaires et non linéaires.
Sa programmation se déroule en deux parties.
Premiérement on rentre les équations du systéme étudié en langage C. Un exemple ol on
a programmeé les équations (3.10) est exposé ici.

int func (integer ndim, const doublereal *u, const integer *icp, const doublereal *par, inte-
ger ijac, doublereal *f, doublereal *dfdu, doublereal *dfdp)

doublereal a, g, mu, k, w0, alpha, sigma ;

a = uf0f;
9= IU'[I]J'

mu = par[0];
k = par[1];
w0 = par[2];

alpha = par([3];
sigma = parf[4];



fl0] = -mu*a + 0.5%k/w0*sin(yg) ;
f[1] = sigma - 3*(alpha/w0)*a*a/8 + 0.5*k*cos(g)/(w0*a) ;

return 0;

int stpnt (integer ndim, doublereal t,
doublereal *u, doublereal *par)

/* Initialisation des paramétres */

par[0] = (doublereal)0.2; /*u*/
par[1] = (doublereal)2; /*k*/

parf2] = (doublereal)2. ; /*wy*/
par[3] = (doublereal)-10; /*a*/
parf4}] = (doublereal)-10; /*o*/

/* Initialisation de la solution */
uf[0] = (doublereal)0.05; /*a*/
uf1] = (doublereal)0.02; /*y*/

return 0;

Comme on peut le voir il suffit de donner une valeur de départ pour a et v pour que
le logiciel commence la continuation.

La deuxiéme partie de la programmation consiste en 1’écriture des constantes. En effet,
on doit rentrer un grand nombre de constantes telles que la précision, la dimension du
systéme, le nombre de paramétres libres... Voici un exemple de fichier o I'on rentre les
constantes :

2101 NDIM,IPS,IRS,ILP

11 NICP, (ICP(I),I=1 NICP)
504321000 NTST,NCOL,IAD,ISP,ISW,IPLT,NBC,NINT
500 -30.0 30.0 0.0 100.0 NMX,RLO,RL1,A0,A1

100 10 2853 0 NPR,MXBF,IID,ITMX,ITNW,NWTN, JAC
1e-06 1e-06 0.0001 EPSL,EPSU,EPSS

0.01 0.001 0.05 1 DS,DSMIN,DSMAX,IADS

0 NTHL, (/,I,THL(I)),I=1,NTHL)

0 NTHU, (/,I,THU(I)),I=1,NTHU)

0

Le principe de fonctionnement de ce logiciel est trés intéressant, en effet lors d’une
premiére compilation on suit une seule branche sur laquelle on détecte des bifurcations dont
les coordonnées sont sauvegardées. Ainsi, on peut repartir d’'un de ces points lors d’une
deuxiéme compilation, le point de départ est géré par la constante IRS. La constante NICP
défini le nombre de paramétres libres (les paramétres qui varient lors de la continuation)
et ICP correspond aux numeéros de ces paramétres (ici ICP=1 ce qui veut dire que c’est

10



le forgage k que l'on incrémente), on peut aussi donner des limites au paramétre principal
(celui qui apparait en premier dans la parenthése de NICP) avec RLO et RL1. Le nombre
d’itérations maximales permises pour trouver une bifurcation est modifiable a 1’aide de
la constante ITMX. Les critéres de précision sont gérés par EPSL, EPSU et EPSS. La
constante DS défini la distance entre deux solutions (cette distance varie entre DSMIN et
DSMAX). Une explication détaillée de toutes les constantes et du fonctionnement de ce
logiciel peut étre consultée en [12].

11



Chapitre 3

Réduction a un mode axisymétrique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la réponse de plaques circulaires minces & une excitation,
tant que ’amplitude du forgage reste faible. On supposera qu’en régime stationnaire, un
seul mode est excité. On se place dans un premier temps & la résonance primaire d’un mode
axisymétrique. Ce cas ayant déja été traité a plusieurs reprises dans la littérature ([1] ou
[5]), il sera rapidement présenté ici.

On suppose donc que 'on excite un seul mode « de la forme (0,n). La force d’excitation
F,(t) apparaissant dans les équations (1.7), placée au centre de la plaque, vaut :

F,(t) = Qcos(§2t).

Dans le premier chapitre on a défini le coefficient des termes quadratiques ¢, = 12(1—2?) “—i,
or on étudie ici une plaque qui correspond au cas limite d’une coque ot le rayon de courbure
R — 400, on a donc pas de termes quadratiques dans notre équation de mouvement qui
pour un seul mode s’écrit :

§ + w?q = e[aq® — 2ud + Qcos(Qt)] (3.1)

Dans ce chapitre on effectue tout d’abord un calcul perturbatif de la solution & I'aide
de la méthode des échelles multiples dont on compare ensuite les solutions aux résultats
obtenus & ’aide de la continuation numérique. Pour finir on confronte les courbes théoriques
issues des deux calculs avec les valeurs expérimentales de [10].

3.2 Calcul perturbatif de la solution

L’équation du mouvement (3.1) est une classique équation de Duffing forcée. On utilise
ici une méthode perturbative pour en déterminer une solution approchée. Ces techniques
consistent & considérer que les termes non linéaires et l'amortissement ne sont que des
petites perturbations de ’équation linéarisée correspondante, dont on connait une solution
analytique. On en retrouvera une description détaillée dans [1]. La subtilité réside en I’élimi-
nation des termes résonnants conduisants dans la solution & des termes séculaires, de sorte
que l’on obtienne une solution uniformément valide en temps. Ceci se fait en définissant
plusieurs échelles de temps :

T;j=¢t, §>0 (3.2)

12



la solution est cherchée sous la forme d’un développement en puissances de € :

q:qO(To,Tl,...) +8q1(T0,T1,...) + ... (33)

On mesure ’écart entre la fréquence d’excitation €2 et la pulsation propre par le para-
meétre de désaccord o, défini par :

QA =w+eo (3.4)
Les dérivées temporelles s’écrivent :
d 2
% =Dyg+eDi+e°Dy + ... (35&)
d
= D2 +2eDy Dy + €*(2DyDy + D?) + ... (3.5b)

ou D, = %. Par substitution des équations (3.3),(3.4),(3.5) dans l’équation (3.1), et en
identifiant les puissances de €, on obtient le systéme suivant :

ordre 0 : D2qy + w?qo =0 (3.6a)
ordre 1 : D2qi + w?q1 = —2DgD1qo + T'¢d — 2uDoqo + Q cos(wTy + oTh) (3.6b)

La solution générale de (3.6a) s’écrit :
g0 = A(Ty) exp(jwTy) + c.c (3.7)

ol A est une fonction complexe de T; & déterminer, et cc désigne le complexe conjugué du
terme précédent. Par substitution de (3.7) dans (3.6b), on obtient :

Diq1 + wiqr = — 2j[wo(A" + pA) + 3T A% Alexp(jwoTy) — T A3exp(3jwoTh)
1 . (3.8)
+ §Qe:vp[j(w0T0 +oT1)] + cc

oit A est le complexe conjugué de A, et A’ = D;A. On remarque alors qu’un terme ré-
sonnant (c’est & dire un terme correspondant a un forcage a la fréquence de résonance wy
de Doscillateur considéré) apparait dans I’équation (3.8), appelé terme séculaire, qui donne
a cette solution une validitée limitée dans le temps. On obtient une solution uniforme en
temps en annulant le facteur du terme résonnant ce qui nous permet d’obtenir la condition
de solvabilité, qui donne une relation sur le parameétre libre A :

2jw(A’ + pA) — 3T A%A = %exp(joTl) (3.9)

On note :
A(T1) = Za(Ti)exp(jB(T1)) ot a et B sont des fonction réelles, ce qui permet de séparer
la partie imaginaire et la partie réelle de (3.9) :

ad = —pa+ % sin(oT1 — )
r _ 30 3 (3.10)
af’ = 80c0” — 5og cos(aTy — B)

13



On rend alors le systéme (3.10) homogéne avec le changement de variable v = o1 — 5.
On s’intéresse de plus au régime permanent (on s’intéresse aux points fixes), c’est a dire
lorsque @' = ' = 0, ce qui s’écrit :

pa :2%)0 sin(7y) (3.11)

ST 5 Q
_ S 12
ao Swoa 2y cos(7y) (3.12)

En élevant au carré ces équations et en les ajoutant, on obtient I’équation implicite suivante,
donnant "amplitude a de la solution en fonction du paramétre de désaccord o :

3r Q2
2| 2 2,2
_ = . i
a [u + (o 8w0a ) ] 17 (3.13)
soit :
3a Q2
= _—a°+ — pu? 3.14

On effectue les mesures en régime permanent, ce qui consiste & étudier les solutions
stables pour le systéme (3.12). Cela revient & étudier les valeurs propres de la matrice
jacobienne, on pourra ainsi définir les zones de stabilité.
soit :

X =F(X) avec X = (X;..Xy)€R"

étudions un point fixe Xg tel que F(Xy) =0
on pose X = Xg+¢&
e 2
et = (), £+ (g;;)xo 24
on peut ainsi écrire la matrice jacobienne qui est de la forme :

oF  OF . OF
0X1 0Xo XN
ok  OF, | 0F
OF\ _ | axi ox» X n (3.15)
0X A '
OFy OFy . OFN
0X1 0X2 0XnN
Les valeurs propres de cette matrice sont de la forme :
)\j = 0j + z'wj (3.16)
avec o; le taux de croissance de la perturbation.
Les points sont stables si :
Vj 0;<0 (3.17)
on a un point instable si :
3 jo tel que oj, >0 (3.18)

De cette maniére on définit les zones de stabilité de notre systéme et les différentes bifur-
cations qui y ont lieu (consulter [8] pour plus de détails).

14



3.3 Confrontation de la continuation numeérique avec la mé-
thode d’analyse

La plaque utilisée pour les expériences est en laiton, avec un diameétre 2¢ = 220 mm, une
épaisseur de h = 1.6 mm, une densité p = 7974kg/m?, un module d’Young E = 85.10° Pa
et un coefficient de Poisson v = 0.38. Cette plaque est ensuite suspendue par des fils de
nylon et excitée par un systéme bobine/aimant avec une force sinusoidale d’amplitude
constante, pour des fréquences croissantes ou décroissantes. Durant mon stage, j’ai utilisé
des résultats obtenus précédemment, je vous renvoie donc pour plus de détails sur les
conditions expérimentales en [10] et [14].

Jusqu’a présent, les résultats expérimentaux étaient confrontés aux valeurs obtenues
a l'aide de la méthode analytique des échelles multiples. Des différences sont alors obser-
vées entre les deux a partir d'un certain forcage (voir résultats de [10]), c’est pourquoi
il est intéressant d’utiliser une méthode numérique de continuation prenant en compte
les non-linéarités cubiques, pour voir si il est possible de prédire finement les résultats
expérimentaux.

Dans un premier temps on va donc comparer les résultats numériques obtenus a l'aide
d’AUTO 2000 et ceux trouvés analytiquement par la méthode perturbative en faisant va-
rier les valeurs des différents parameétres.

Remarque : les valeurs des différents parameétres sont prises arbitrairement pour faire
des comparaisons entre les différents calculs, elles sont ensuite recalculées pour coller avec
des valeurs réelles.

Variation du forgage @)

Nous allons tout d’abord faire varier la valeur du forcage @ pour voir & partir de quelle
valeur les deux courbes ne coincide plus.

Il est important de remarquer ici que la différence entre les deux courbes commence a
étre significative a partir de Q =5 (cf figure 3.1) . On observe bien un écart qui croit avec
le forcage, ce qui est en accord avec les résultats expérimentaux de [10].

Variation du coefficient cubique o

Faisons maintenant une étude comparative lorsque le paramétre « varie afin d’observer
si cela a une influence sur 'amplitude de la réponse en fréquence de la plaque. On choisit
une valeur de forcage faible (Q = 2) pour que ’amplitude ne soit pas faussée dés le début.

Force est de constater que 'amplitude de la réponse est fortement influencée par le
coefficient a du terme cubique (cf figure 3.2). En effet, 'amplitude est constante pour les
courbes obtenues avec la méthode perturbative alors que les simulations avec AUTO nous
montrent clairement que celle-ci décroit linéairement lorsque a augmente.

Ces résultats nous prouvent bien que la méthode perturbative des échelles multiples

n’est plus applicable & partir de certaines valeurs. Essayons maintenant de voir si les cal-
culs numériques sont en accord avec les mesures expérimentales.
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FiG. 3.1 — Influence du paramétre de forcage @) sur I’amplitude de la réponse fréquen-
tielle.Les courbes en rouges sont celles données par AUTO.Les paramétres ont été fixés
a w=2, a=1, u=0.2 et €=0.1. Les courbes en rouges sont celles données par AUTO. Les
solutions stables sont représentées en trait plein et les solutions instables sont tracées en
pointillés

0=0,1,5,10,30
0.06 T

0.05-

0.04

0.03

Amplitude a

0.02

0.01r

0 T i N
0 20 40 60 80 100 120
frequence d’excitation Q

Fic. 3.2 — Courbe de réponse en fréquence pour a qui varie. Les paramétres ont été fixés
a w=2, Q=2, 4=0.2 et €=0.1. Les courbes en rouges sont celles données par AUTO. Les
solutions stables sont représentées en trait plein et les solutions instables sont tracées en
pointillés
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3.4 Comparaison avec ’expérience

Des comparaisons entre la méthode analytique et les résultats expérimentaux ont été
faites dans de nombreuses publications ([10] ou [14]). Mais c’est la premiére fois que ces
résultats sont confrontés & une solution numeérique, ici calculée par AUTO 2000.

Force=0.1N - Gamma=-11.4
0.5 T T T

0.45F 4

04f » 1

E 0.35F 1

o
w
T
L

0.25

o
)

Deplacement (centre) [mm

o
[
a

o
[

0.05

0
190 192 194 196 198 200 202 204 206
feXC:ZT[(Q+sa) [Hz]

F1G. 3.3 — Comparaison entre les données expérimentales (les ronds “0” correspondent au
balayage en fréquence réalisé en augmentant la fréquence de forcage, les étoiles “*” en la
diminuant).La courbe théorique obtenue par la relation (3.14) est en bleue et celle obtenue
avec AUTO est en rouge. Les valeurs expérimentales proviennent de [10].

1l est important de dire ici que les valeurs expérimentales obtenues ont été recalées pour
coller avec les résultats analytiques. Cependant, au dela d’un certain forgage on s’apercoit
que les résultats expérimentaux sont plus proches de la courbe obtenue avec AUTO 2000
que de celle que nous donne la méthode perturbative. Les figures (3.3), (3.4) et (3.5)
illustrent bien que ’écart entre les deux courbes va de pair avec le forcage.

La figure (3.5) montre que si des expériences avaient été réalisées avec un grand forcage,
les valeurs auraient été trés différentes de celles que donne la méthode perturbative.

Ce chapitre montre clairement les limites de la méthode des échelles multiples utilisée
jusqu’a présent pour calculer les réponses en fréquence d’'une plaque.
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Force=0.19N — Gamma=-11.3
0.5 T T T

0.45

o
IS

o
w
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o
w

0.25

o
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o
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o
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0.05

0
190 192 194 196 198 200 202 204 206
fexc:2n(Q+sa) [Hz]

Fi1G. 3.4 — Comparaison entre les données expérimentales (les ronds “o0” correspondent au
balayage en fréquence réalisé en augmentant la fréquence de forgage, les étoiles “*” en la
diminuant). La courbe théorique obtenue par la relation (3.14) est en bleue et celle obtenue
avec AUTO est en rouge. Les valeurs expérimentales proviennent de [10].

tres grand forcage:Force=0.38N - Gamma=12
1 T T T T T T T

o o o o
) ~ © ©
T T T T
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T T

o
w
T

o
)
T

o
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~

0 i i
185 190 195 200 205 210 215 220 225 230 235
f Xc:2r|(9+ecr) [Hz]

€

F1G. 3.5 — La courbe théorique obtenue par la relation (3.14) est en bleue et celle obtenue
avec AUTO est en rouge.
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Chapitre 4

Couplage entre plusieurs modes

4.1 Introduction

En prenant ’adimensionnement wy = %; (cf [2]), on obtient &, < g4 < 1, de telle sorte
qu’en premiére approximation on peut négliger les termes cubiques. Le systéme (1.7) s’écrit
alors :

+00 400
Gs () + wias(t) = eq[= D) Broan()ag(t) — 25ds(¢) + Qs (1)) (4.1)

p=1g=1

Le régime permanent de la coque, qui est le cadre de cette étude, est gouverné par le

premier mode axisymétrique (0,1), dont la fréquence de résonance est proche de la fréquence
d’excitation, et par les modes excités indirectement par des échanges d’énergie internes.
Les autres modes voient leur amplitude décroitre en régime transitoire du fait de I’amor-
tissement.
Une analyse modale expérimentale est effectuée dans [6], on y constate que la fréquence
propre du mode (0,1) vaut environ le double de la fréquence de résonance des 2 modes
asymétriques compagnons (6,0). L’expérience permet de vérifier que le couplage entre deux
de ces trois modes est observé. Les contributions des autres modes sont considérées comme
négligeables. On ne garde alors que les trois modes précités pour la suite de notre étude.
De plus I'évolution temporelle de 'excitation est sinusoidale et celle-ci s’exerce au centre
de la coque ce qui entraine que le terme Fj(t) est théoriquement nul pour tous les modes
asymétriques.

Le systéme (4.1) devient :

G+ wig = eglorqras — 2p161] (4.2a)
Go + whqe = eql2qaq3 — 2p24s)] (4.2b)
g3 + w%qg = 6q[a3q% + auqs — 2u3d3 + Qcost] (4.2c)

Avec g1 et go les fonctions temporelles associées aux deux modes asymétriques compa-
gnons et g3 la fonction temporelle associée au mode axisymétrique.
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La fréquence d’excitation est choisie proche de ws. On introduit les termes de désaccord
09, 01 et o9 tels que :

w2 = w1 + €400 (4.3a)
w3z = 2(4)1 + Eq01 (43b)
Q= w3 + €402 (4.3c)

Pour résoudre le systéme (4.2), on a recours a la méthode des échelles multiples. La mé-
thode est la méme que pour le cas axisymétrique traité au chapitre 3. Je vous renvoie a [2]
ou les solutions sont calculées en détail.

Lorsque ’amplitude des vibrations transverses d’une structure mince atteint 1’ordre de
grandeur de son épaisseur, les effets induits par les non-linéarités ne peuvent plus étre négli-
gés, aussi bien dans I’étude de la déformée des structures que dans celle de leur dynamique.
Si on ne conserve que les trois oscillateurs (correspondants aux modes impliqués dans la
résonnance interne) avec les termes cubiques, des erreurs de troncatures sont possibles dues
au fait que les sous-espaces propres linéaires ne sont pas invariants. Une solution consiste
alors & conserver un grand nombre d’oscillateurs dans le systéme (1.7). Mais cela pose d’em-
blée des problémes de calcul (temps de convergence...). Une fagon beaucoup plus simple
pour réduire la dynamique & trois oscillateurs est d’utiliser un changement de variables
non-linéaires qui projette les équations de la dynamique dans des sous-espaces invariants
que 'on appelle les modes non-linéaires. Cette technique a déja été 1'objet de plusieurs
études approfondies ([7]).

Le systéme d’équations que ’on rentre dans AUTO s’écrit :

G + wig =eglarqigs — 2pd1] + Hiyy @ + Hiyyq1d? + Hipoq105 + Hissq145

+ ﬁl -2 ﬁl .9 Hl .. Hl .. (44)
1229192 + 111339193 + 11919929192 + 11313939143

Go + wi gy =eq[agaqs — 2u2o] + Hyoqs + H3,5,q265 + Hi330203 + His30243 (4.5)
+ H311q207 + Hay1 247 + Hipsq3G2d3 + Hip 12t

3 + wigs =eglasqt + augd — 2u3ds + QcosQt] + Hissqs + Hiyaq3d3 + H 1q3¢7 (4.6)

+ H3y0q305 + H3110367 + Higoqsds + Hisiq1dsd1 + Hisoqodsdo

Nous allons maintenant mettre en paralléle les différents résultats que nous donne ces
méthodes afin de voir si les valeurs expérimentales peuvent étre prédites finement.

4.2 Comparaison des résultats

Etudions dans un premier temps les résultats issus de la méthode perturbative exposés
dans [10].

On observe aisément des désaccords notables entre les courbes théoriques et les mesures
expérimentales (cf figure 4.1). On note principalement des amplitudes plus faibles pour les
valeurs expérimentales du mode 1 et du couplage du mode 1 avec le mode 3 pour des fré-
quences inférieures & wg et plus élevées lorsque la fréquence d’excitation est supérieure a ws.
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Fia. 4.1 — Comparaison des valeurs analytiques avec les valeurs expérimentales lors d’une
résonance (1 :1 :2). Les ronds “0” correspondent au balayage en fréquence réalisé en aug-
mentant la fréquence de forgage, les étoiles “*” en la diminuant. D’aprés [10]
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Exposons maintenant une comparaison des valeurs obtenues avec AUTO (prenant en
compte toutes les non-linéarités cubiques) et celles données par la méthode perturbative
(négligeant les non-linéarités cubiques).

Couplage C1 et C2 pour Q=1.08 N

0.12 ‘ ‘ ‘
Mode 1
0.1} .
Mode 1 auto \ -\ Mode 3 auto
T - Mode 3 /
E 0.08} .
£ \ y Mode 2
|-
£ \ -
g ; E
19? 0.06} < : [E -
= couplage C1 auto I couplage C2 auto
o P I
3 1
= 13
g— 0.04 R [35 *
< o JE\E
C\/ JI z
0.02 | couplage C1 \ |
couplage C2
0
205 210 215 230 235

220
feXC=2rt(Q+eo) [Hz]

Fia. 4.2 — Comparaison des valeurs analytiques avec les solutions numériques pour un
couplage (1 :1 :2)

Il est treés intéressant de voir que sur la figure (4.2) on observe des écarts d’amplitude
entre la solution numérique et analytique qui correspondent aux écarts commentés ci-dessus
entre les valeurs expérimentales et analytiques de la figure (4.1). On a aussi vu apparaitre
une bifurcation de Hopf pour fe,. = 221Hz ce que la méthode perturbative ne pouvait pré-
voir mais qui a été observé expérimentalement. Une comparaison directe entre I'expérience
et les données numeériques n’a pu étre faite car on ne connait pas les valeurs réelles des
coefficients des termes cubiques. Mais la figure (4.2) donnera certainement une prédiction
précise des mesures expérimentales qui seront alors recalées sur les valeurs numériques (un
recalage est nécessaire du fait des imperfections de la coque).
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Conclusion

Force est de constater que les objectifs espérés ont été atteints. En effet, la résolution
numérique réalisée par le logiciel AUTO 2000 a permis de dépasser les limites imposées (en
terme d’amplitude) par la méthode des échelles multiples. Par corrélation, on a facilement
pu s’apercevoir que les mesures expérimentales tendaient & se confondre avec les résultats
numériques. Nous n’avons pu réaliser de nouvelles expériences par manque de temps, 1’étude
a donc été faite avec des valeurs expérimentales recalées sur la méthode perturbative, ce
qui nous a empéché d’observer une osmose parfaite entre nos courbes. Un recalage avec les
solutions numériques sera l’objet d’une prochaine étude.

Les modéles mathématiques utilisés permettent une bonne interprétation des vibrations
issues des instruments de percussions non-linéaires ce qui est encourageant pour la synthése
sonore future.
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